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����� �� ��� ����	� 	�� �� ��� �������� 	�� 
���
���� �� ���
>

������

*� 
���� 
�� ���
�	��

�� ��� ���������� �� 
������� ��� 
���� �������	���� 
������ �� ���
� ��� �	�	 {Y (x) : x ∈
[0, 1]} 	�� {Y #(x) : x ∈ [0, 1]} 	�� 	�	��	���� �����	��� �� ��� /	����	� ����� ����� �����

)6+ dY (x) = f(x) dx+ σdW (x), dY #(x) = f#(x) dx+ σ#dW#(x),

����� (W,W#) �� 	 ��� ���������	� ������	� ������� )�� �� ��
��
���� 	������ ��	� f 	��
f# 	�� �'�	��� ������	���� ���
� �	$�� ����� )6+ ���������+ #��� ����� �� ����� ���� 	� 	

������
� �� ���
	�	�����
 ��	�����
	� ������ ���
� �� �� 	���
����
	��� �'���	���� �� �	��
����� ��	�����
	� ������ 0<� 26� 16� *9� 283 	�� �� 
	
����� �	�� ��������
	� ���
������ �� ���
��	�����
	� �������
�� =�� �� 
�������� ��� ��� ������� ��	� ��� ����� �	�������� σ 	�� σ#

	�� $���� 	�� ��
�� �� ��� ��
������� ������� 
������ �������� ���� ��� 
���� �������	����
��� �
� -���� �� ����
���� �� ��� ��������� �� ��� �����	��(�� ��$������� �	��� ������ ��� ��
��
	�� ��	� ����� )6+ �� �'���	���� �� ��� /	����	� ��'���
� ����� ���	���� �� 
��&�
���� ���

��
����� Y (·) 	�� Y #(·) ���� ��� A������ �	����

)9+ Yj = cj + σεj, Y �

j = c�j + σ#ε�j , j = 0, 1, 2, . . . ,

����� cj =
∫ 1
0 f(x) e2�jπx dx 	�� c�j =

∫ 1
0 f#(x) e2�jπx dx 	�� ��� 
��
��� A������ 
���
������

#�� 
��
��� �	���� �	���� �	��	���� εj � ε
�

j 	�� ������ ��	��	�� /	����	�� εj, ε
�

j ∼ NC(0, 1)�

���
� ��	�� ��	� ����� ��	� 	�� ��	���	�� 
	��� 	�� ����
������ N (0, 1) �	���� �	��	�����
�� ��	� �������� �� ���� ��� �����	
� ������� ��� �������� ��
���� �� ������� ��'���
�� �� ��	��
��� ��	�
��� c 	�� c� ����� �� {cj ; j = 1, 2, . . .} 	�� {c�j ; j = 1, 2, . . .}� ���
�
������� %� 	��

���������� �� ������� ��� ��
������� )2+� ���
� ��	���	��� �� ��� A������ ���	�� ��

)7+ H0 : ∃ (a∗, τ̄∗) ∈ R× [0, 2π[ �� �� cj = a∗e−�jτ̄∗c�j ∀j = 1, 2, . . . .

������� ��� �	���� 
��
$� ��	� ��� 
��&�
���� ���� ��� ���
����� e2�jπx 
	�
��� ��� ���� b∗ ��
)2+� ��������� �� )7+ ���� τ̄∗ = 2πτ∗� A����������� �� )7+ �� �������� ���� b∗ 
	� �� ��
������ ��

��� ������	 b∗ = c0 − a∗c#0 � �� �� 	�������	� 	����
����� 	�� ��
���� �� ��� ���
����� f 	��

f#� �� �'���	������ �� ����� A������ 
���
����� c 	�� c�� ��� ���
	�	�����
 ������� 
������
�	� �� 
��������� ��������� > �	���	� 	����
���� ������ ���� �� ���
	�	�����
 ��	�����
� ��
��	� c = (c0, c1, . . .) 	�� c� = (c�0, c

�

1, . . .) ������ �� ���� ,������ �	��

Fs,L =
{
u = (u0, u1, . . .) :

+∞∑
j=1

j2s|uj |2 ≤ L2
}
,

����� ��� 
������� ��	� ������� s 	�� L ��	�� ��� ��� ���������� 	�� ��� �	���� �� ��� 
�	��
Fs,L� �� �� 	��� 
������� �� 
������� ����� ���������� 
�	����� 	� ��� ����	�
� ����� ������� ��



�������� �� ����� ����	
��
��� �� ���������
��� ������		������
 
�	
��� �

���
� 
	�� �� ����� �� ���� 	

��
��	�� �� 
��&�
� ��� ���� ��� A������ �	��� ��� ���� ���
�	����� �	���� 	� �� �� ���� �� 06*3�

1� ���
�	��� �	���	���� �
�	� ����

�� ����� �� 
����� ��� �	�� ���	� ���������� ��� /=. ���� 	�	��(�� �� ��� 
������ ���$� ��
��
�� �� ��� 
	�� ����� ��� ���� ��
������� 
�����
���� �� ��� �
	��	��� ������� 
���� ������
#��� ��	�� ��	� �� ��� ���� �� ���� ��
���� �� 	����� ��	�

);+

{
H0 : ∃ τ̄∗ ∈ R× [0, 2π[ ���� cj = e−�jτ̄∗c�j ∀j = 1, 2, . . . .

H1 : infτ
∑+∞

j=1 |cj − e−�jτc#j |2 ≥ ρ

��� ���� ρ > 0� �� ����� ������ ����� H0 ��� ��	
� �� ��� ���
���� f# �� ���	���� ���� ��	�
�� f �� 	 ��	���	�����

��
	��� �� ��� /	����	� �	���� �� ��� ������ ��� ���	���� ��� ��$������� �� ��� 
	�	������
u•,# = (u,u#) ����� ��� �	�	 Y •,# = (Y ,Y #) ��

)<+ 	(Y •,#,u•,#) =
1

2σ2
‖Y − u‖22 +

1

2(σ#)2
‖Y # − u#‖22.

#� 
������ ��� 
��	��(�� ��$������� �	��� ����� ���
� �� 	 �	��	�� �� ��� /=. ����� �� �������
�
	 
��	��(	���� �� ����� �� �������� 	2 ���� �� u•,#� �� ���� 
������� ��� 
���
� �� ��� 	2 ����

��	��(	���� �� �	���� �����	��� �� ��� �	
� ��	� ,������ �����	���� 	����
����� 	�� �	��
�� ��� ���
����� f 	�� f#� A�� 	 ��'���
� �� ��� ���	���� ��	� �������� ω� �� ���

)8+ p	(Y •,#,u•,#) =
1

2σ2

(
‖Y −u‖22 +

∑
j≥1

ωj|uj|2
)
+

1

2(σ#)2

(
‖Y # −u#‖22 +

∑
j≥1

ωj|u#j |2
)
.

#�� 
��	��(�� ��$������� �	��� ���� �� �	��� �� ��� ���� ��	�����


)*5+ Δ(Y •,#) = min
u•,#:H0 �� � !"

p	(Y •,#,u•,#)−min
u•,#

p	(Y •,#,u•,#).

�� �� 
��	� ��	� Δ(Y •,#) �� 	��	�� ��� ���	����� A����������� �� �� ��	�� ���� H0 �� �	������
	�� �� �	��� �� H0 �� ����	���� #�� ������(	���� �� ��� '�	��	��
 ���
����	� )8+ �� 	� �	��
����
��� 	�� ��	�� ��

min
u•,#

p	(Y •,#,u•,#) =
1

2σ2

∑
j≥1

ωj

1 + ωj
|Yj |2 + 1

2(σ#)2

∑
j≥1

ωj

1 + ωj
|Y #

j |2.

,����	� ��� 	 ��� ���� �������� 
��
��	����� ��	� �� ��� ��������� ���
�� ��
��������

)**+ Δ(Y •,#) =
σ2 + (σ#)2

2(σσ#)2
min

τ∈[0,2π]

+∞∑
j=1

|Yj − e−�jτY #
j |2

1 + ωj
.

A��� ��� ��� �� ���� �� ���� 
��������� �� ��� ��� ���	���� νj = 1/(1+ωj)� #�� �������� ��
��� ��'���
� ν = {νj; j ≥ 1} 	�� ����	���� �������� �� 	� �����$	�� �������� #��� 	�� 	������
�� �	$� 	�� �	��� ������� 0 	�� 1� ���� ��� �	��� 5 ���� �� 	������(��� 
�����
������ ��
��� ����� 
	�� ���� wj = +∞� �� �'���	������ �� ��� ������ ��	� ��� 
�����
������ A������

���
���� �� 0� #� �	�� ���	����� �� ���� ��� ��� ������ ◦ �� ������ 
���
���� �� 
���
����



# ��������	 ��
��� �
 ��������	 ��
��� �

�����
��
	����� 	��� $���� 	� ��� C	�	�	�� 
����
�� 	�� e(τ) ���� ��	�� ��� ��� ��'���
�
(e−�τ , e−2�τ , . . .)� #�� ���� ��	�����
 
	� ���� �� ������� 	��

)*1+ Δ(Y •,#) =
σ2 + (σ#)2

2(σσ#)2
min

τ∈[0,2π]
‖Y − e(τ) ◦ Y #‖22,ν ,

	�� ��� ��	� �� �� ��� ��� 	���
����
 ������������ �� ���� '�	����� ����� ��� ���� ��
��������

2� 

	� �������

#�� ���� �	��� �� ��� �����	��(�� ��$������� �	��� ��	�����
 �������� 	 ��'���
� ν� ���
� ��

��
������ �����	��� �� ��� ����� C������� �� 	�� 	��� �� 
������ ��������
	� ��	�	�����
���� ����� ���� 
��������� �� ����� �������� #� ��	�� ����� 
���������� �� ��
�� �� ��� 
	��
σ = σ# 	�� 
����� 	 
������� ������� N = Nσ ≥ 2� ���
� ��
������� ��� ������ �� A������

���
����� �������� �� ��� ������� 
��
������ �� 	������� �� ��'������ ��	� 0 ≤ νj ≤ 1 ���
����� j� �� 	����� ��	��

(A) ν1 = 1, 	�� νj = 0, ∀j > Nσ,

(�) ��� ���� 
������� 
����	�� c� �� ����� ��	�
∑
j≥1

ν2j ≥ cNσ.

:�������� �� ���� ��� ��� ��������� 
�������� �� ��� 
���� �� ��� 
��������
� �� ��� �����

(
) ∃ c > 0, ��
� ��	� min{j ≥ 0, νj < c} → +∞, 	� σ → 0.

�� ���
�� ������ ���� 
�������� ��
���� ��	� ��� ������ �� ����� νj ��	� 	�� 	���� 	 �����
����
��� 
������� ����� ���� �� +∞ 	� σ 
�������� �� 0� �� Nσ → +∞ 	� σ → 0� ���� 	�� ���
	������������� 
��������� 	�� �	������ ��� ��� �����$	�� ������� ν �� ��� ���� νj+1 = h(j/Nσ)�
����� h : R → [0, 1] �� 	� ������	��� ���
����� ��

����� �� [0, 1]� 
��������� �� 0 	�� �	��������
h(0) = 1� #�� 
�	���
	� ��	�
��� �� �����$	�� ������� ��
�����

)*2+ νj =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1{j≤Nσ}� )
��&�
���� ������+{
1 +

( j
κNσ

)μ}−1
1{j≤Nσ}, κ > 0� μ > 1� )#�$����� ������+{

1− ( j
Nσ

)μ}
+
, μ > 0� )-���$�� ������+

E��� ��	� 
�������� (
) �� �	������ �� 	�� ����� ��	�
��� ���� c = 0.5� �� 	�� ����� �	��� ��
(0, 1)� C��� ��� �� ����� Δσ(Y

•,#) �����	� �� Δ(Y •,#) �� ����� �� ������ ��� ��
�����
� ��
σ�

�&����% *+ ��� c ∈ F1,L ��
 |c1| > 0� 
����� ���� ��� ��������� ������� νj ��� ������ ��

������� ���
������ (�)� (�)� Nσ → +∞ ��
 σ2N
5/2
σ log(Nσ) = o(1)� ����� ��
�� ��� ����

����������� ��� ���� ��������� Δσ(Y
•,#) �� �������������� 
���������
 �� � �������� ���
��

���������

)*6+
Δσ(Y

•,#)− 4‖ν‖1
4‖ν‖2

D−−−→
σ→0

N (0, 1).



�������� �� ����� ����	
��
��� �� ���������
��� ������		������
 
�	
��� $

#�� �	�� ���
��� �� ���� ������ �� 	 ���� �� ��
������� H0 ��	� �� 	���
����
	��� �� 	

���
����� ������
	�
� ����� α ∈ (0, 1)� ������� ��� �� ����� ��� ���� ��	� ��&�
�� H0 �� 	��
���� ��

)*9+ Δσ(Y
•,#) ≥ 4‖ν‖1 + 4z1−α‖ν‖2,

����� z1−α �� ��� (1− α) '�	����� �� ��� ��	��	�� /	����	� �������������

��������� *� #�� ���� �� ��
������� H0 ������ �� ��� 
����
	� ������ )*9+ �� 	���
����
	��� ��
������
	�
� ����� α�

 ����� *� =�� �� 
������� ��� 
	�� �� 
��&�
���� ������� νj = 1(j ≤ Nσ)� F�� 
	� ��������	��

��� 	���
����
 ���	���� ��	��� �� #������ * �� 
�	����� ��	� 1
2Δσ(Y

•,#) �� 	

�����	����
N (2Nσ , 4Nσ) ������������ ,��
� ��� �	���� ������������ 	

��	
��� ��� 
�� �'�	��� �������� 
����� �� ����

1

2
Δσ(Y

•,#)
D≈ χ2

2Nσ
, 	� σ → 0.

�� ��� 
	�� �� �����	� �����$	�� ������� �	�������� ��� 	����
����� ��	��� �� ��� ��������� ��
���� ��
����� 	� 	�	������ ���	���� ����� 	� �����

‖ν‖1
2‖ν‖22

Δσ(Y
•,#)

D≈ χ2
2‖ν‖21/‖ν‖22 , 	� σ → 0.

#��� ��
� �� ������� 	�� ����� �������� �� 	� %��$�D 
����������

 ����� 1� #�� p �	��� �� ��� 	������������� ���� �	��� �� ��� /	����	� �� 
�� �'�	���
	

�����	���� 
	� �� ���� 	� 	 ��	���� �� ��� �������� �� �� ��� �� ����� ������ 	� 	 ��	����
�� 	�������� ��� ��� 
	�� �� 
����� ����� 
�������	����� �� ��� �������� ��� ����� 
����� ��	�
�� ��� �	�	 y•,#� ���� ��� )	���
����
+ p �	��� �� ������ 	�

α∗ = Φ
(Δσ(y

•,#)− 4‖ν‖1
4‖ν‖2

)
,

����� Φ ��	��� ��� ��� 
����� �� ��� ��	��	�� /	����	� �������������

,� �	�� �� �	�� ���� ��
���� �� ��� ���	���� �� ��� ���� ����� ��� ���� ������� 
	���� 	� 
������� �� ��	� �	

��� ����� ��� 	�����	����� #�� ���� ������� ���� ���� �	
 �� ���	��������
��� 
��������
� �� ��� ���� ������ �� ��� 
����
	� ������ )*9+�

�&����% ,+ ��� ���
����� (
) �� �����!�
 ��
 ��� σ4Nσ ���
 �� 0 �� σ → 0� ���� ��� ����

��������� Tσ = Δσ(Y •,#)−4‖ν‖1
4‖ν‖2 
������� ��
�� H1� �����

Tσ
P−→ +∞, �� σ → 0.

�� ����� ������ ��� ������ 	���� 
�	��� ��	� ��� 
���� �� ��� ���� ������ ��	 )*9+ ��
	���
����
	��� �'�	� �� ��� 	� ��� ����� ����� σ ��
��	��� �� 0�

 ����� 2� #�� 
������� ������� ����� �� ������� 	���� ��� )�����	�+ �	�� �� ��
	�	���� ��
��� ���� ��
������� ���� ��� 	�����	����� �� ����� ������ #������ 1 ���� ��� 
������ ��� �	��
�� ��������
� �� Tσ� C������� 	 �	�� �� 
������ �� ��� 
���� )
�� ,�
���� >�2+� �� �	
�� �� ����
����	����� min{j ≥ 1; j < c̄} �� �� ��� ����� Nσ� �� ���
� 
	�� �� 
���� ��	�

Tσ ≥ c̄ρ+O(N−2
σ ) +OP (σ

√
logNσ)

4σ2
√
Nσ



% ��������	 ��
��� �
 ��������	 ��
��� �

	� σ → 0� #��� ��
���� ��	�� ��� ����	�
�� �� Nσ → +∞ 	�� �	������ σ
√
Nσ = O(1) ���� Tσ

����� �� ������� �� 	�� ���� �� ρ/(σ
√
logNσ) → ∞� #��� 	������� 
	� �� �	�� �������� ��

���	����� ��	� ��� �����	� �	�� �� ��
	�	���� �� 	� ��	�� σ1/2(log σ−1)1/4� C������� �� ����
��� �� ���� ��� ���	��� ���� ���
� �� ������� ��	� ���� �	�� �� ��� �
���	� 	�� ������ �� ������

��� �����	� 	

��	
� �� 	 ������ ���$�

6� �����	�
� �����	�����

%� �	�� ��
�������� ��� 
��
���� ������� 
��
����� )*9+ �� :	��	� 	�� 
	����� ��� 	

���	�� ������ �� ������
	� ��
�������� �� ��������
 �	�	� #�� 	�� �� ����� ��
��������
�� ������ �� ���� ��	� ��� ����������� ������
�� �� ��� 
������ 
	
�� �� 	

��
	��� 	�� ��
���� 	� �������	���� �� ��� ��� �������� 
�	�	
�������
� �� ��� ������� 
��
������ ��
� 	� ���
������
	�
� ������ ��� 
����� ��
� ��
��� �� ��� ����� �	��	�
� σ2 	�� �� ��� �����$	�� �������
ν� A�������� ��� 
������
�� �� ��
����
���� ����	�
�� �� ������ �� �	$� ��� 
��� 	�	��	���
��� ���� ������	� �� ��� 	������ ����
	����

6�*� 
��-��'�� � �! �&� ��"� .���� H0 ��� �&� ��/.�� � �! �&� "&���0�'� 1��'&�"+
�� ����� �� �������	�� ��� 
��������
� �� ��� ���� )*9+ ���� σ ����� �� (���� �� �	�� ���
��������� ��
�������� %� 
���� ��� ���
���� C�	��,���� 
��������� 	� 	 ���
��	�$ �� ��� ��� 
�	� 
��
������ 
��������� 	�� 
��
���� ��� 
��
��� A������ 
���
����� {cj ; j = 0, . . . , 106}�
A�� �	
� �	��� �� σ �	$�� ���� ��� ��� {2−k/2, k = 1, . . . , 15}� �� ��
�	��� 5000 ����� ���
��������� 
��
��	������

• ���� Nσ = 50σ−1/2�
• �����	�� ��� ����� ��'���
� {Yj ; j = 0, . . . , Nσ} �� 	����� �� {cj} 	� ������ NC(0, σ

2)
��'���
� {ξj}�

• �	������ 
����� 	 
	�	����� τ∗ ��������� ����������� �� [0, 2π]� ����
������ �� {ξj}�
• �����	�� ��� ������� ����� ��'���
� {Y #

j ; j = 0, . . . , Nσ} �� 	����� �� {e�jτ∗cj} 	�

������ NC(0, σ
2) ��'���
� {ξ#j }� ����
������ �� {ξj} 	�� �� τ∗�

• 
��
��� ��� ����� �	���� �� ��� ���� ��	�����
 Δσ 
�����
������ �� ��� 
�	���
	� �����$ 
	�� ������� ������ �� )*2+ 	�� 
��
	�� ����� �	���� ���� ��� ��������� ��� α = 5%�

%� ������ �� p& '(
)**"&�(σ)� p


�+,
)**"&�(σ) 	�� p��-�+

)**"&�(σ) ��� 
��
������ �� ��
�������� )	���� 103

��	� �	�� ���� ��	��(��+ ��	��� �� 	 �	��� �� ��� 
�����
������ ���� ��	�����
 ����� ��	� ���
���������� ����� ��� 
��
������ �� ��
�������� ��	���� �� ��� 	

�
�	�
� �� ��� ���� ��
��������

%� 
������ �� A����� * ��� )����	��� �����
��	���+ 
����� k �→ p& '(
)**"&�(σk)� k �→ p
�+,

)**"&�(σk)

	�� k �→ p��-�+
)**"&�(σk)� ���� σk = 2−k/2� �� 
	� �� 
��	��� ���� ��	� ��� σ = 2−7 ≈ 8 × 10−3�

��� 
��
������ �� ���� ���	����� �� 	����� �'�	� �� ��� �����	� ����� 0.95� �� �� 	��� �����
������ ��	� ��� ����� 
����� 	�� '���� 
��
	�	���� ���� 	 ������
	�� 	��	��	�� ��� ��� 
����

�����
������ �� -���$��D� 	�� #�$�����D� �������� ���� 
����� 
������� 	 �	���� �� ��� �����
1− α = 95% ��	� ��� 
���� 
�����
������ �� ��� 
��&�
���� ��������

����� ����� �� Nσ �����,�� ��� ��������� � ��-����" �! ��� ����������� �������&
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Tikhonov shrinkage weights
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�	���� �� #�� 
��
������ �� ���� ���	����� �� ��� ��
������� ���
����� ��
,�
���� 6�* 	� 	 ���
���� �� log2 σ

−2 ��� ����� �������� �����$	�� �������� 
�� 
&�
���� )=���+� #�$����� ):�����+ 	�� -���$�� ).����+� F�� 
	� ������� ��	�
��� σ = 2−15/2 ≈ 5 × 10−3� ��� 
��
������ �� ���� ���	����� �� 	����� �'�	�
�� ��� �����	� ����� 0.95� >������ ������	���� �� ��	� ��� -���$�� 	�� ���
#�$����� ������� ��	� �� 	 �	���� 
��������
� �� ��� �����	� ������
	�
� ������

6�1� ��1�� �! �&� ��"�+ �� ��� 
������� ��
�������� �� �������	��� ��� ���	���� �� ���

��	��(�� ��$������� �	��� ���� ����� ��� ���� ��
�������� #�� 	�� �� ��� ��
��� ��
������� ��
�� ���� ��	� �	

��� ����� ��� 	�����	����� #� ���� ���� �� ����� ��� ��� C�	��,��� ���
����
	� ����	� f 	�� ����� f# = f + γϕ� ����� γ �� 	 ��	� 
	�	������ #�� 
	��� 	�� 
����������
ϕ(t) = c cos(4t) 	�� ϕ(t) = c/(1 + t2)� ����� c �� 	 
����	�� �������� ��	� φ �	� 	� L2

���� �'�	� �� *� A�� �	
� �� ����� ��� 
	��� �� ���
����� (f, f#)� �� ��
�	��� 5000 ����� ���
��������� 
��
��	������

• ��� σ = 1 	�� Nσ = 50σ−1/2�

• 
��
��� ��� 
��
��� A������ 
���
����� {cj ; j = 0, . . . , 106} 	�� {c#j ; j = 0, . . . , 106}
�� f 	�� f#� ���
�
�������

• �����	�� ��� ����� ��'���
� {Yj ; j = 0, . . . , Nσ} �� 	����� �� {cj} 	� ������ NC(0, σ
2)

��'���
� {ξj}�
• �����	�� ��� ������� ����� ��'���
� {Y #

j ; j = 0, . . . , Nσ} �� 	����� �� {c#j } 	� ������

NC(0, σ
2) ��'���
� {ξ#j }� ����
������ �� {ξj}�

• 
��
��� ��� �	��� �� ��� ���� ��	�����
 Δσ 
�����
������ �� ��� 
��&�
���� ������� 	��

��
	�� ���� �	��� ���� ��� ��������� ��� α = 5%�

#� ���� ��� ��
�����
� �� ��� ���	���� �� ��� ���� ����� H1 ���� ��� ����	�
� �������
��� ���� 	�� ��� 	�����	���� �	����� �� 
��
���� ��� �	
� γ ��� 
��
������ �� ���� 
���������
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���
	� 
����� 	���� ��� 5000 �	���� �	�
��� �� �	�� �����	���� #��
�������� 
������ �� A����� 1 ���� ��	� ���� ��� �����	���� ��	�� �	���� �� γ� ��� ���� ��

����
�� �	$��� ��� 
����
� ��
������ �� �� 	 ��� ���
������ ��	� ��� ������ ��� ��� 
	�� ϕ(t) = c cos(4t)
�� ������ ��	� ��	� ��� ϕ(t) = c/(1 + t2)� ������� ��� 
	� ������� ��	� ��� 
���� 	� ��� �����

	��� 	

��	
��� * ��
� �	���� ��	� ��� 
���� �� ��� ���� 
	����
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�	���� �� #�� 
��
������ �� ���� 
�������� �� ��� ��
������� ���
����� ��
,�
���� 6�1 	� 	 ���
���� �� ��� 
	�	����� γ ��	������ ��� ����	�
� �������
��� ���� 
	�	����� 	�� ��� ��� �� 
	�	������ 
�	�	
����(��� ��� ���� ��
��������
#�� �	�� ������	���� �� ��	� ���� 
����� ���� �� * ���� �	
�����

9� �������	��

�� ��� 
������ ���$� �� 
������� 	 �����������
	� 	�� ��������
	� 	�	����� �� ��� 
����
�������	���� 
������ ���� 	 ��	�����
	� ��	��
���� �	��� �� ��� ���
	�	�����
 �������� �� ��
�������� �� ��� 
	�� ����� ��� ����� �� ����� /	����	� 	�� 	������� ���� 	 ��	�� �	��	�
��
�� ���	������� ��	� ��� 
��	��(�� ��� ��$������� �	��� )-=.+ ��	�����
 �� 	���
����
	��� ������ 
������ ����� ����� ��� ���� ��
�������� #��� ������ �� �	��� ��� ��� �������� l2 
��	��(	����
����� ���� ���� 	����
����� �� ��� �������� A����������� �� 
����� ��	� ��� ���� �	��� ��
��� /	����	� )�� 
�� �'�	���+ 	

�����	���� �� ��� -=. ��	�����
 �� 
���������� #���� �������
�	���	��� 
	��� ���� �� ����� ���
	�	�����
 ������ ��� ���
� 	���
����
 �'���	���
� )�� ���
=� ?	� �����+ ���� ��� /	����	� ����� ����� �	� ���� 
������ �� 
	� �� ������������ ��������
�� ������
 	 ����
� �������
� �� ����� ������� �� 
	���
��	�� ��� ����� �� �
	��	� -������

��
����� )
�� 01;3+ 
	� �� �� �
�
�	� �������� ��
	��� �� ��� 	

��
	����� �� ��	�� 	�	������

,��� ��
���	�� ������ 
������ ���	��� �� ��� 
������ ���$ �	�� ��� ���� ���	��� ���� 	��
���� �� ���� �� ��	� ������� -���	
� ��� ���� ��
���	�� ��� �� �� ��������� ��� �����	�
�	�� �� ��
	�	���� �� ��� ���� ��
������� ���� ��� 	�����	����� #�� ������� �� �	�� �����
���� �� ��	� ���� �	�� �� ��� ������ ��	� σ1/2(log σ−1)1/4� C������� �� �� ���� ��$��� ��	� ����
�	���� �	�� �� ����
���	�� #���� �� 	 �	��� ���� �� �����	���� �� ��� ��
�
 �� �����	� �	���
�� ��
	�	���� )
�� ��� ���$ �� ������� 	�� ,�����	 01<3 	�� ��� �������
�� �������+� ��� ����
�	���� 
��
����	�� �� ��� 
	�� �� 	 ���
�� ���� ��
�������� %� ��
�
� ��	� ��� 
��
�����
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�	�	
��� �� ��� ���� ��
������� �� ��� ��� �
 ���� ���� ���� ��� �	�� �� 
��������
� 	� ��	��
�� 	 ���	������
 �	
���� #�� 	�	
���� 
���
� �� ��� ������ 
	�	����� Nσ �� 	������ 
����	�
����� ��	� �	� ��� ���� 	������� �� ��� 
������ 
	
��� %� �����	�� �� �	
$�� ���� ����� �� 	
������ ���$�

 �����	� >� ����!� �! ��� ��������

#�� 
���� �� %��$�D 
��������� �� ������� ���� �����	� 
	���� A���� �� 	����� ��	� H0

�� ���� 	�� ����� ��� 
��������
� �� ��� 
����� �����	��� τ̂ )�� ��� ����� τ̄∗+ ������ 	� ���
�	����(�� �� ��� ��� ��$������� ���� ��� ������	� [τ̄∗ − π, τ̄∗ + π]� C���� τ̄∗ �� 	� ������� ��

[0, 2π[ ��
� ��	� cj = e−�jτ̄∗c#j � ��� 	�� j ≥ 1�

>�*� ��2�%�3�� �! �&� 4�'�4�0�4�&���+

�����"����� *+ ��� H0 �� �����!�
� c ∈ F1,L ��
 |c1| > 0� "� ��� ��������� ������� νj �������
���
������ (�) ��
 (�)� ���� ��� �������� τ̂ �� ��� ������	����� �������

τ̂ = arg max
τ :|τ−τ̄∗|≤π

M(τ), ���� M(τ) =
∑
j≥1

νj Re(e
�jτYjY

�

j )

�����!�� ��� ���������� ��������

|τ̂ − τ̄∗| = σ
√

logNσ

(
1 + σN3/2

σ

)
OP (1), �� σ → 0.

#���� �� #���������� $� �� �� ��� ηj = e−�jτ̄∗εj 	�� η�j = ε�j � �� 
	� ����� ��� ��
��
�������

M(τ) = E[M(τ)] + σS(τ) + σ2D(τ + τ̄∗),

�����

E[M(τ)] =
∑
j≥1

νj|cj |2 cos[j(τ − τ̄∗)],

S(τ) =
∑
j≥1

νj Re
(
e�jτ (cjηj + cjη�j )

)
,

D(τ) =
∑
j≥1

νj Re
(
e�jτηjη�j

)
.

F� ��� ��� �	��� ����� ��� 	����
���� |c1| > 0 	���� ���� 
�������� )>+� �� ��� ��	�

E
[
M(τ)

]−E
[
M(τ̄∗)

]
(τ − τ̄∗)2

≤ −ν1|c1|2 1− cos(τ − τ̄∗)
(τ − τ̄∗)2

≤ −2|c1|
π2

� C < 0.

#���������

M(τ)−M(τ̄∗) = E[M(τ)] −E[M(τ̄∗)] + σ
[
S(τ)− S(τ̄∗)

]
+ σ2

[
D(τ)−D(τ̄∗)

]
≤ −C |τ − τ̄∗|2 + σ|τ − τ̄∗| · ‖S′‖∞ + σ2|τ − τ̄∗| · ‖D′‖∞
= |τ − τ̄∗|{σ‖S′‖∞ + σ2‖D′‖∞ − C|τ − τ̄∗|}.



�� ��������	 ��
��� �
 ��������	 ��
��� �

B���� ���� ������� ��� ����� a > 0� �� ���

P
(|τ̂ − τ̄∗| > a

) ≤ P
{

sup
|τ−τ̄∗|>a

M(τ)−M(τ̄∗) ≥ 0
}

≤ P
{

sup
|τ−τ̄∗|>a

[
σ‖S′‖∞ + σ2‖D′‖∞ − C|τ − τ̄∗|] ≥ 0

}

≤ P
{
σ‖S′‖∞ + σ2‖D′‖∞ ≥ Ca

}
.

?������� a = σ
√
logNσ

(
2 + σN

3/2
σ

)
z� �� ���

P
(|τ̂ − τ̄∗| > σ

√
logNσ

(
1 + σN3/2

σ

)
z
) ≤ P

(‖S′‖∞ ≥ 2Cz
√

logNσ

)
+P

(‖D′‖∞ ≥ Cz
√
N3

σ logNσ

)
.

F� ��� ����� �	��� ���
�

S′(t) =
∑
j≥1

j|cj |νj Re
(
e�jτζj

)
,

����� ζj 	�� ������ 
��
��� �	���� �	���� �	��	���� ����� ��	� 	�� ��	���	�� 
	��� 	��
����
������ N (0, 2) �	��	����� ��� �	��� ����	����� �� ��� ��
 ���� �� S′ 
	� �� 
��������� ��
����� ��� ��������� ����	�

5�%%� *+ ��� ���%���� �� ��� �������� S(t) =
∑K

j=0 sj{cos(jt)ξj + sin(jt)ξ′j}� ����� {ξj}
��
 {ξ′j} ��� ��� ��
����
��� ��&������ �� ����
� N (0, 1) ���
�� ���������� �����!��

P(‖S‖∞ ≥ ‖s‖2x) ≤ (K + 1)e−x2/2, ∀x > 0.

#����� #��� ������� �� 	 ����
� 
����'���
� �� ����	�D� ���'�	���� ��	� �� ��
	�� �� ,�
���� �
��� ��� ��	���D� 
��������
�� �

B���� ���� ����	 	�� ��� �	
� ��	� Nσ ≥ 2� �� ��� ��	� P
(‖S′‖∞ ≥ 2LC

√
2y logNσ

) ≤
2N1−y

σ ≤ 22−y ��� ����� y > 1� A��	���� ��� �	��� ����	����� �� ��� ���� ‖D′‖∞ 	�� 
���������
�� ����� =���	 2 ������ -������ ����� ���'�	������ ��������� �� ��� ��	� ��� 	�� α ∈ (0, 1)�
����� ������ z > 0 ��
� ��	�

P
(|τ̂ − τ̄∗| > σ

√
logNσ

(
1 + σN3/2

σ

)
z
) ≤ α.

�� 
��
������� �� ��� ��	� τ̂ − τ̄∗ ��� �� 
���	������� 	� ���� �� ��� ����� σ
√
logNσ

(
1 +

σN
3/2
σ

)
� �

>�1� ����! �! �&����% *+ F�� 
	� 
��
$ ��	�� ����� H0�

Δσ(Y
•,#) =

1

σ2
min

τ∈[0,2π[

[
+∞∑
j=1

νj
∣∣Yj − e−�jτY �

j

∣∣2] =
1

σ2
min
|τ |≤π

{
Dσ(τ) + 2Cσ(τ) + Pσ(τ)

}
,)*7+
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����� �� �	�� ���� ��� ���	�����

Dσ(τ) =

+∞∑
j=1

νj |cj |2
∣∣1− e−�j(τ−τ̄∗)∣∣2, )������������
 ����+

Cσ(τ) = σ

+∞∑
j=1

νj Re
[
cj
(
1− e−�j(τ−τ̄∗))(εj − e−�jτ ε�j

)]
, )
���� ����+

Pσ(τ) = σ2
+∞∑
j=1

νj
∣∣εj − e−�jτε�j

∣∣2. )
���
�
	� ����+

),��
� H0 �� 	������ �	������� ����� ������ τ̄∗ ∈ [0, 2π[ ��
� ��	� cj = e−�jτ̄∗c#j ��� 	�� j ≥ 1�+

%� ������ �� τ̂ ��� 
����� �����	��� �� τ̄∗ ������ 	� ��� ������(�� �� ��� .C, �� )*7+ 	��
����� ��� 	���
����
 ���	���� �� ��� ����� Dσ� Cσ 	�� Pσ ��
	�	�����

• A�� ��� ������������
 ����� �� ����� ��	�

|Dσ(τ̂)| ≤
+∞∑
j=1

j2νj |cj |2(τ̂ − τ̄∗)2 ≤ (τ̂ − τ̄∗)2
+∞∑
j=1

j2|cj |2 ≤ L(τ̂ − τ̄∗)2

= {σ2(1 + σ2N3
σ) logNσ}Op(1).

• =�� �� ���� ��� �� ��� 
���� ����� �� ����� ��	��

Cσ(τ) = σ
+∞∑
j=1

νj

{
(1− cos[j(τ − τ̄∗)])Re

[
cj
(
εj − e−�jτ̄∗ε�j

)]
+ sin[j(τ̄∗ − τ)] Im

[
cj
(
εj + e−�jτ̄∗ε�j

)]}
.

#���� 	� Cσ(τ̄
∗) = 0� �� �	��

|Cσ(τ̂)| ≤ |τ̂ − τ̄∗| · ‖C ′
σ‖∞.

�� 	�������� �����	� �� ����� ���� �� ��� 
���� �� -��
������� *� �� 
��
$ ��	� ‖C ′
σ‖∞

�� �� ��� ����� {σ√logNσ} �� 
���	������� #��������� �� ����� ��	�

|Cσ(τ̂)| = {σ2(1 + σN3/2
σ ) logNσ}Op(1)

• =�� �� ��� ����� ��� �	�� ����� Pσ(τ) = σ2
∑+∞

j=1 νj
∣∣εj − e−�jτε�j

∣∣2� ���
� ���� ����� 

���� ��� 	���
����
 ���	���� �� ��� ���� ��	�����
� E�� �������� ηj = e�jτ̄
∗
εj 	�� η�j =

ε�j � �� 
	� ������� ���� ���� 	� Pσ(τ) = σ2
∑+∞

j=1 νj
∣∣ηj − e−�j(τ−τ̄∗)η�j

∣∣2� %� ���� ��


���� ��	� ����� H0� �� 
��������� (�)� (�)� Nσ → +∞ 	�� σ2N
5/2
σ log(Nσ) = oP (1)

	�� ��������� ����

Tσ(τ̂) =
Pσ(τ̂ )− 4σ2

∑
k≥1 νk

4σ2(
∑

k≥1 ν
2
k)

1/2

D−−−→
σ→0

N (0, 1).

#� 
��
$ ���� 
��
����� �� ��
��
��� ��� 
���
�
	� ���� 	� ��������

Tσ(τ̂ ) = Tσ(τ̄
∗) +

Pσ(τ̂)− Pσ(τ̄
∗)

4σ2(
∑

k≥1 ν
2
k)

1
2︸ ︷︷ ︸

Rσ(τ̂ )

.
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• %� ��	�� �� ������� Tσ(τ̄
∗) 	�

Tσ(τ̄
∗) =

Nσ∑
j=1

Xj,σ, ���� Xj,σ =
νj(|ηj − η�j |2 − 4)

4(
∑

k≥1 ν
2
k)

1
2

,

	�� 	

����� ��� ����� ������ ���'�	���� 029� #������ 9�63� ���
� �� 
������� ���
�
��� Xj,σD� 	�� ����
������ �	���� �	��	���� ���� ��	� 0 	�� ����� ����� �������

A����������� �� �	�� Bσ =
∑Nσ

j=1Var
(
Xj,σ

)
= 1 	�� Lσ = B

− 3
2

σ
∑Nσ

j=1E|Xj,σ|3 ≤
C N

− 1
2

σ � #��������� ��� ����� ������ ���'�	���� ������

sup
x

|Fσ(x)− Φ(x)| ≤ K Lσ,

����� Fσ(x) = P
(
B

− 1
2

σ
∑Nσ

j=1Xj,σ < x
)
� Φ �� ��� 
����� �� ��� ��	��	�� /	����	�

������������ 	�� K �� 	� 	������� 
����	��� C��
�

Tσ(τ̄
∗) D−−−→

σ→0
N (0, 1).

• �� ���	��� ��� �� 
���� ��	� Rσ ����� �� 0 �� 
���	������� ���
�G�� ���� �� ,����$�D�
����	G���� �� ���
���� ��� 
��
������ ��� 
����� �� ����� ��	�

Rσ(τ) =
+∞∑
j=1

νj

2(
∑+∞

j=1 ν
2
j )

1
2

Re ηjη�j (e
�j(τ−τ̄∗) − 1) =

Nσ∑
j=1

jνj(τ − τ̄∗)

2(
∑+∞

j=1 ν
2
j )

1
2

Re
(
e�jtηjη�j

)
,

���� t ���� ��	� ������ ������� τ 	�� τ̄∗� #���� �� ������ �� =���	 2�

|Rσ(τ̂ )| ≤ |τ̂ − τ̄∗|
2(
∑+∞

j=1 ν
2
j )

1
2

sup
t∈[0,2π]

∣∣∣ Nσ∑
j=1

jνj Re
(
e�jtηjη�j

)∣∣∣ = {σ(1 + σN3/2
σ )Nσ logNσ} · OP (1).

C��
�� Rσ(τ̂) = oP (1) 	�� ��� ������� ������ ��������

>�2� ����! �! �&����% ,+ =�� �� ����� ��� ���� ��	�����
 Tσ = (Δσ(Y
•,#)− 4‖ν‖1)/4‖ν‖2�

	�� ���� ��	� �� ����� �� +∞ �� 
���	������ ����� H1� >
��	���� ��� ��
������� H1 ���� ��
��

���� �� �� �	������ ���������� ���� ��
����� �� ����� ���� ��	��

Δσ(Y
•,#) =

1

σ2
min

τ∈[0,2π]

+∞∑
j=1

νj
∣∣Yj − e−�jτY �

j

∣∣2
=

1

σ2
min

τ∈[0,2π]

∑
j≥1

νj

∣∣∣(cj − e−�jτc�j ) + σ(εj − e−�jτ ε�j
)∣∣∣2

≥ 1

σ2
min

τ∈[0,2π]

{∑
j≥1

νj |cj − e−�jτc�j |2
}
− 2

σ
max

τ∈[0,2π]

{∑
j≥1

νj |cj − e−�jτc�j | · |εj − e−�jτε�j |
}
.
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=�� �� ��
�� �� ��� ���� ����� H������� δσ = min{j ≥ 1, νj < c}� �� ��� �� 
�������� (
)
��	� δσ → +∞� ���
� ��
����

min
τ∈[0,2π]

∑
j≥1

νj |cj − e−�jτc�j |2 ≥ c min
τ∈[0,2π]

δσ∑
j=1

|cj − e−�jτc�j |2

≥ c
(

min
τ∈[0,2π]

+∞∑
j=1

|cj − e−�jτc�j |2 − 4Lδ−2
σ

)
≥ c

(
ρ− 4Lδ−2

σ

)
.

E��� ��� ��
��� ���� �	������

max
τ∈[0,2π]

∑
j≥1

νj
∣∣cj − e−�jτc�j

∣∣ · ∣∣εj − e−�jτ ε�j
∣∣ ≤ max

j=1,...,Nσ

(|εj | ∨ |ε#j |)
Nσ∑
j≥1

(
|cj |+ |c#j |

)

= OP (
√

logNσ)

Nσ∑
j≥1

(
|cj |+ |c#j |

)

≤ OP (
√

logNσ)

( Nσ∑
j≥1

j−2

)1/2( Nσ∑
j≥1

j2
(
|cj |+ |c#j |

)2)1/2

. = OP (
√

logNσ).

-������ �� 	�� ��������� �� ���

Tσ =
Δσ(Y

•,#)− 4‖ν‖1
4‖ν‖2 ≥

cρ− 4Lcδ−2
σ +OP

(
σ
√
logNσ

)
4σ2

√
Nσ

P−→ +∞.

 �����	� �� "����� !�� ��� �
�	�
 �! �
���� ����

�� ���� ��
����� �� ���� ���� ���� ��
���
	� ����	� ���
� ���� �� ������ �� ��� 
����� �� ����

	
��� %� 	�� ���������� �� �������� ��� �	����� �� ��� ��� �� 	 ������� ������ �� ������
�� ��	� ��� ��� 	���
����
 ������ ����� �� 023 ���� �� �������

�����"����� , )����	� 023++ '������ ���� gj ��� ������������ 
�(���������� ��������� �����%

�����
∑n

j=1 gj(t)
2 = 1 ��� ��� t� ��
 ξj

iid∼ N (0, 1)� ����� ��� ����� x > 0� �� ����

P

(
sup
[a,b]

n∑
j=1

gj(t)ξj ≥ x

)
≤ L0

2π
e−

x2

2 +

∫ +∞

x

e−
t2

2√
2π

dt, ���� L0 =

∫ b

a

[ n∑
j=1

g′j(t)
2

]1/2
dt.

%� ���� 	��� ��� ��� ��������� �	
� 	���� �����	�� ����	����� �� ��� �	���� �	��	���� ��	�

	� �� ������� 	� ��� ��� �� �'�	��� �� ����
������ 
������� /	����	� �	���� �	��	�����

5�%%� ,+ ��� N �� ���� �������� ������� ��
 ��� η�j � j = 1, . . . , N �� ��
����
��� ������)

�����
 ���
�� ��������� ���� ���� ����� ���� ��
 ��������� ����� ��� ��
����
��� ����
��


�������� ���������� ��� s = (s1, . . . , sN ) �� � ������ �� ���� �������� *�� ��� y ≥ 0� �� ���
�
����

P
{ N∑

j=1

s2j |η�j |2 ≥ 2‖s‖22 + 2
√
2‖s‖24y + 2‖s‖2∞y2

}
≤ e−y2/2,



�# ��������	 ��
��� �
 ��������	 ��
��� �

���� ��� ����
��
 ��������� ‖s‖∞ = max
j=1,...,N

|sj| ��
 ‖s‖qq =
∑N

j=1 |sj |q�

#����� #��� �� 	 ����
� 
����'���
� �� 02*� =���	 *3� �

5�%%� 6+ ��� N �� ���� �������� ������� ��
 ��� ηj � η�j � j = 1, . . . , N �� ��
����
���

������) �����
 ���
�� ��������� ���� ���� ����� ���� ��
 ��������� ����� ��� ��
����
���

����
��
 �������� ���������� ��� s = (s1, . . . , sN ) �� � ������ �� ���� �������� +�����

S(t) =
∑N

j=1 sj Re
(
e�jtηjη

�

j

)
��� ����� t �� [0, 2π] ��
 ‖S‖∞ = supt∈[0,2π] |S(t)|� �����

P
{
‖S‖∞ >

√
2x
(‖s‖2 + y‖s‖∞

)} ≤ (N + 1)e−x2/2 + e−y2/2, ∀x, y > 0.

#����� A���� ���� ��	� �� 
	� ��� ����
��� ��� ����	�D� ������	� ���
� ��� ����	��� 	�� ���
/	����	�� C������� ���� 	�� 
��������	��� /	����	� �� ��� 
����������� �� ����� ��� ��	�
���
���� ���
�
� �� ��� ��'���
� (η�j )� �������

N∑
j=1

sj Re
(
e�jτηjη

�

j

) ∣∣∣ (η�j ) ∼ N∑
j=1

sj|η�j |
(
cos(jτ)ξj − sin(jτ)ξ′j

)
���� ξj, ξ

′
j
iid∼ N (0, 1)�

�� ������� �� =���	 * ��	�

P

(
sup
[0,2π]

∣∣∣ N∑
j=1

sj Re
(
e�jτηjη

�

j

)∣∣∣ ≥ x
( N∑

j=1

s2j |η�j |2
) 1

2
∣∣∣(η�j )

)
≤ (N + 1) exp

(
− x2

2

)
.

=�� �� ��� ������ �� ζ ��� �'�	�� ���� �� ��� �	���� �	��	���
∑N

j=1 s
2
j |η�j |2� �� �� 
��	� ��	�

��� 	�� a > 0�

P(‖S‖∞ ≥ ax) = P(‖S‖∞ ≥ ax; ζ ≤ a) +P(‖S‖∞ ≥ ax; ζ > a)

≤ P(‖S‖∞ ≥ xζ) +P(ζ > a)

≤ (N + 1)e−x2/2 +P(ζ > a).

#� 
��
���� ��� 
����� �� ���
�� �� ��
�	
� a ��
√
2(‖s‖2 + y‖s‖∞) 	�� �� 	

�� =���	 1

	���� ���� ��� ���'�	������ ‖s‖2 + ‖s‖∞y = (‖s‖22 + 2‖s‖∞‖s‖2y + ‖s‖2∞y2)1/2 ≥ (‖s‖22 +√
2‖s‖24y + ‖s‖2∞y2)1/2� �

� 0��14��'�%���"+ #��� ���$ �	� ���� 
	���	��� ��

����� �� >E. ?	�������

��!�������
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��� ����
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�� #� 	

�	�� 15**�
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